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Abstract :  In this report, we are discussing on combination methodology between macroscopic 

and microscopic particle methods used in computational mechanics of solid materials. In the first 

part, we review some “multi-scale” methods where the atomistic simulation is conducted together 

with another macroscopic/mesoscopic computation or concept, such as FEM-MD(molecular 

dynamics) or QC method. In the second part, we introduce, as a macroscopic particle method, 

smoothed particle method (SPH) and point out current problem on it. In the third part, we propose 

and formulate a hybrid method between MD and SPH methods, i.e. SPH-MD. The hybrid method 

is applied to the model of nanoindentation of metal. The affinity between MD and SPH is good. 

We found that sophisticating as for stress-strain relation in SPH region based on MD properties is 

very effective. 

     

１．はじめに 

材料開発により生み出される新しい材料はその

強度や機能の評価とその発現機構の理解を伴って

はじめて健全な実用化が為される．近年，バルク

ナノガラスや強加工により高靭化された金属材料

が開発されてきているが，その好ましい特性の発

現メカニズム自体が未知のまま利用に供されるケ

ースが多い．そこで，数値シミュレーションによ

って予め材料挙動を予測し，背景に隠れているメ

カニズムの解明を行うことが必須となりつつある．

数値的手法として，ミクロ（原子・分子）とマク

ロ（連続体）のアプローチが各々あり，機械設計

パラメータなどの実用に直接関連するのは後者と

なるが，基本的なメカニズム発現は前者に基づい

ている．よって，固体材料を双方向から眺めるこ

とのできる数値モデリング／シミュレーション，

すなわちマルチスケールモデリング／シミュレー

ションへの期待が高まる(1)． 

その一方で，基礎となる力学理論においてはミ

クロ－マクロ間の大きな溝があり，統計熱力学に

おける Boltzmann 定数に代表される時間・空間ス

ケールの開きに対応したスケーリング因子を導入

しなければ，その溝に橋渡しがなされない．原子・

分子の離散系とマクロ連続系という相互に相容れ

ない数学的モデルに対する最近の解決案が，マク

ロ系における離散粒子モデル，すなわち，粒子法

によるメッシュレス的扱い方とそれとシームレス

に繋がることのできる分子シミュレーション（分

子動力学法：MD）との連携である．著者らのグ

ループでは，そのような考えで構築したハイブリ

ット型粒子法を開発しており(2)，本稿ではその結

果を示していく．なお，それに先立ち，最近まで

の固体材料におけるマルチスケール解析の動向を

若干レビューする． 

 

２．材料のマルチスケール解析の方法のレビュー 

材料強度や力学的機能は材料構造と強い関連が

あり，その構造自体には階層性という特徴がある．

原子スケールでの力学解析と連続体仮定によるマ

クロ力学解析との連携，さらにその間を埋めるメ

ゾ構造の解析の利用も含めたい手法，いわゆるマ

ルチスケール解析の検討が精力的に行われている．

均質化法のように，(a)スケール下層での物性の情

報を上層で必要な計算パラメータとして吸い上げ

る方法，(b)原子と連続体の領域を各々に分けて，

コンカレントに（同時に）解析する方法，(c)統計



 

 

力学の位相空間で繰込み的理論や確率論を用いる

もの，など多種多様で，優れたレビューもある(3)

が，ここでは手法・方法の幾つかを紹介する．詳

細は関連資料を参考にされたい．なお，時間方向

についてのマルチスケール化（長期化，高速化）

でも興味深い検討が進んでいる(4)が，ここでは割

愛する．  

[1]CLS(Coupling of Length Scale)
(5)

: 各スケール

の手法をハミルトニアンで定式化して重ね合わせ

た系を設定し，各領域の運動方程式を求めて解析

する．FEM（有限要素法）-MD-タイトバインディ

ング（量子的計算）の同時解析も可能である． 

[2]QC(Quasi-Continuum)法(6)：連続体メッシュの

中に原子構造を埋め込む．FEM 解析ならばその節

点位置に選択された原子が配置し，原子間ポテン

シャルから導かれる剛性方程式（力のつり合い式）

が求められる(7)． 

[3] VAC(Virtual Atomic Cluster)法(8)：エネルギー

等価の原理とスケール間の投影原理(9)を用いてい

る．クラスター型原子構造を連続体に仮定して変

分原理で解く．原子間相互作用はクラスター内で

の相対的なものであり，計算ノードと実際の原子

位置は一致せずとも良い．Non-local QC が類似し

ていて，MD 法に近い． 

[4] CGMD(Coarse-grain MD)
(10)

: MD の粗視化を

行う．MD の原子間ポテンシャルを粗視化するこ

と，統計力学原理を用いて原子運動を粗視化する

ことが行われている． 

[5] MD-FEM のハイブリットの方法：き裂等を有

する MD 領域と境界条件を与える FEM 領域に分

けて，その連結（遷移）領域で変位や力のカップ

リングを行う(11),(12)． 

[6] MD-SPH のハイブリットの方法：MD-FEM 同

様に，MD と SPH の領域に分ける(13)．SPH ではメ

ッシュがないので，MD も含めて粒子運動の時間

発展を解くだけでよい(14)． 

[7] その他：MD-タイトバインディング-第 1 原理

計算(15)，フェーズフィールド-MD
(16)，”Partition of 

Unity” の方法 (17) ， CGPM(Coarse-grained particle 

method)
(18)および CGPM-MD

 (19)などがある． 

 

３．マクロ粒子法の現状 

3.1 SPH 法による固体材料の挙動解析 

SPH(smoothed particle hydrodynamics)法 (20)では

FEM での節点の代わりに粒子点（評価点）をおく

ため，要素の概念が無いメッシュレスであるが，

粒子間にカーネル関数（内挿関数）を設定するこ

とで連続体近似を行う．物理量 A(r)は，カーネル

関数 Wij(r)を用いることで， 

 

 

(1) 

として表現される．質量保存式，運動量保存式を

同時に解く際，状態方程式や構成方程式（応力-

ひずみ関係）を加えることで，各粒子点の運動（密

度，位置や速度）と力（圧力や応力）を求める．

固体に用いられる質量保存式，運動方程式の離散

化表現は式(2),(3)のようになる． 

 

(2) 

 

(3) 

ここで，i, i,  miは i粒子の応力テンソル，密度，

質量であり，ij, vji, Wij は i,j 粒子間の人工粘性，

速度差ベクトル，カーネル関数値である． 

3.2 回転を伴う材料挙動 

そもそも応力とは微小領域に生じる表面力の概

念を持ち，無限小の扱いながら領域中心と表面に

は距離がある．よって，他粒子との相互作用によ

るせん断応力で回転トルクが生じ得るが，普通，

SPH では回転については解かない．この原因から，

Hoover らは，SPH の応力を用いた運動方程式(3)

で回転物体を計算すると，角運動量保存則が満た

されなくなることを指摘した(21)．そこで，赤木ら

は Hoover らのトルクスケーリングと呼ばれる修

正方法で角運動量を保存させ，物体の継続的な回

転が可能なことを示した(22)．図 1 は円柱状物体（Al

の弾塑性体）を回転させたときの，上記の修正の

有無を比較したものである．修正を加えないと

SPH 粒子（左）と剛体（右：回転中）の間で破壊

する．修正を加えると SPH 粒子配置に乱れが増す

ものの，全体の回転は継続する．図 2 はその際の

材料全体の相当応力の変化を比べており，高い応

力状態になりつつ修正されていることが示されて

いる．この非物理的な高応力状態が生じることに

ついて今後検討が必要である．また，偶応力を設

定して(3)式を修正し，構成式レベルで回転運動を

組み込んで解くことにも検討の余地がある(23)． 

 



 

 

 

 

 

 

(a-1) 0.024 sec 

 

 

 

 

(a-2) 0.035 sec 

 

 

 

 

(b-1) 0.024 sec 

 

 

 

 

(b-2) 0.035 sec 

図 1 SPH による回転体の解析（回転数=100 rad/s． 

(a-1,a-2)修正無し，(b-1,b-2)修正有り，での粒子配置

のスナップショット） 

 

 

図 2 SPH による回転体の解析での相当応力変化

（応力には細かい振動が伴う．角運動量の制御は

高い応力状態で可能となる．） 

 

４．分子動力学（ＭＤ）－ＳＰＨハイブリットの

方法による解析例 

4.1 ハイブリット計算のための定式化 

上述のように，ミクロ粒子（原子）を扱う MD

法とマクロな粒子法である SPH 法を結合する．そ

もそも，両手法とも離散粒子を動力学的に扱う方

法なので，計算実装や初期配置などの設定におけ

る親和性は非常に高い．ここでは双方をコンカレ

ントに解くことを指向する．図 3 のように，MD

領域と SPH 領域に粒子系を分ける．両領域ともに

粒子間の近接相互作用による運動方程式を解くこ

とになるので，間に遷移領域ができる．よって，

MD 原子と SPH 粒子の間の相互作用評価に際して，

力の橋渡し（Force-Bridging）の方法(13)を採用する． 

 

 

図 3 MD-SPH ハイブリットシミュレーション： 

Force-Bridging（力の橋渡し)の方法の概念 

 

 

 

(4) 

 

 

(5) 

結果として，MD 原子と SPH 粒子の運動方程式

は，各々式(4),(5)のようにする．ここで，vi は各粒

子の速度，rij は粒子間距離，(rij) は MD の原子

間ポテンシャルである．N
md

md と N
md

sph はある原子

iが相互作用するMD原子数と SPH粒子数であり，

逆に N
sph

sph と N
sph

md (=N
md

sph)はある SPH 粒子 i が相

互作用する SPH 粒子数と MD 原子数である．相互

作用力における異種粒子からの寄与（例えば，MD

原子の場合には隣接距離内部にある SPH 粒子か

らの相互作用力）は，2 体間での作用反作用の法

則を満たすために当該の粒子間で，SPH→MD と

MD→SPH の寄与同士でつりあわせるべきと考え

られる．その力には，(A)MD のポテンシャルによ

る保存力，(B)SPH の粒子間力，(C)それらの平均

力，をそれぞれ用いる 3 方法が存在し得るが，MD

ポテンシャルの影響を入れると原子振動が陽に表

現され，比較的ゆったりとした振動をする SPH 粒

子系での不安定性を誘発してしまう．そこで，

MD-SPH 間の相互作用には(B)の SPH 粒子間力を

採用する．そのようにしても，構造内での応力分

布やその伝達，全体の振動モードを表現すること

は十分に可能であることが確かめられている(2)． 

 

torque fracture 

SPH rigid body 



 

 

4.2 ナノインデンテーションのモデル 

硬度の発現をミクロな視点から理解する，ナノ

インデンテーション試験が行われている．nm レベ

ルの曲率を持った圧子を材料の表面に負荷荷重で

押込み，サブミクロン領域の硬さおよび塑性変形

挙動を調べるものである．その計算モデルを

MD-SPH ハイブリットの方法で構築し，計算結果

を検討した(24)．被験材は fcc 構造を持つアルミニ

ウムを想定する．図 4 のように，剛体の条件とし

た球圧子を一定速度 v =5 m/s で下降させる．圧子

が接触する上層側には MD 原子を(010)面にて 8 層

分配置し，下層側には SPH 粒子を 18層分配置し，

さらに SPH 領域のうち底部 4 層には変位 0 となる

完全固定条件を課す．また，圧下方向(-y)に対して

垂直方向(x,z)には周期境界条件を適用する． 

 

  

図 4 ナノインデンテーションの MD-SPH モデル 

 

4.3 弾塑性構成式の導入と結果の検討 

SPH 領域での材料モデルを MD 原子系の特性に

できるだけ適合させれば，MD-SPH 間のずれが小

さくなると予想される．過去に線形弾性体の SPH

として計算したところ，変形が小さいときには良

い一致を示した．しかし，MD 原子の領域が塑性

変形挙動（すべり）や破壊（き裂）などを生じ始

めると，MD-SPH 間の差異が顕著になり，それら

界面での非物理的な（数値的／モデル的な）破壊

が生じた．よって，今回は n 乗硬化則型の塑性構

成式（ひずみ増分理論のもの）を用いる．まず，

MD，SPH ともに 240 粒子系での単軸引張の計算

を行い，そこでの応力-ひずみ線図をフィッティン

グし，表 1 のように SPH 用の降伏応力Yと塑性係

数(接線係数)F などの材料定数を得た．MD 側で

は仮想的な LJ ポテンシャルを用いるため，弾性係

数の類の値は，実際の Al 材よりもかなり大きい値

となる． 

 

表 1 SPH 解析に要する材料定数(弾塑性) 

 (J2: the 2nd invariant of deviatoric stress tensor) 

parameter unit value 

Young’s modulus  E GPa 311.1 

Poisson’s ratio  - 0.361 

work hardening index n - 0.3605 

yield stress (uniaxial) 
Y
 GPa 7.002 

plastic coefficient  F  (g
i 
‘) GPa 56.47 

 

 

(a)圧子が表面に接触したとき（下降開始 200ps 後） 

 

(b)圧子が MD 領域内部に侵入した後（下降開始

350ps 後） 

図 5 ナノインデンテーション時の相当応力分布 

 

図 5 は圧子接触時(a)，進入時(b)の相当応力分布

である．表面から 45°の角度をなしてせん断応力

が最大になるが，fcc 構造のすべり面もそれに近い

方位となっている．そのため，MD 領域ではその

MD-SPH 
interface 

MD-SPH 
interface 

MD-SPH iinterface 



 

 

方向に相当応力が高くなり，転位のすべりが生じ

ている．また，応力増加は MD-SPH の界面を越え

て SPH 側内部へ達している．しかしながら，MD

領域での転位構造は SPH 領域に入ることはなく，

SPH 粒子自身が各々で硬化した塑性の挙動を示す． 

図 6 は MD 領域と SPH領域の応力値の時間変化

を比較したもので，双方は比較的よく一致してい

る．SPH 領域を線形弾性体としたときに，変形が

進むにつれて各々大きく離れてしまうのが，MD

領域での性質を SPH の弾塑性として組み入れる

ことで改善されている． 

 

 

図 6  MD 領域と SPH 領域での圧子移動方向の

応力（圧縮）の時間変化（変化の傾向は良く一

致しており，お互いに交差するところで圧子が

SPH 領域に達している．） 

 

応力の伝達過程で，MD-SPH 界面上の MD 原子

と SPH 粒子間での粒子位置にずれが生じるが，そ

の方向に発生するせん断応力はほとんど 0 となっ

ている．周期境界の影響，MD 領域で発生した転

位構造の SPH 側での吸収メカニズムなどを今後

吟味していく． 

 

５．まとめと結論 

本稿では，固体力学解析におけるマルチスケー

ル手法のレビュー，SPH 法による回転物体の解析

についての検討，MD-SPH のハイブリット手法に

よるナノインデンテーションモデルの検討につい

て各々述べた．現在，急速に発展中であり，また

ロバスト性の高い各粒子法を，マルチスケールの

枠組みの元で連携させ，有効に用いていくことが

今後大きく期待される． 
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